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Vorwort 
 
Die vorliegende Arbeit entstand im Rahmen einer besonderen Lernleistung als fünftes Prüfungsfach 

für mein Abitur an der Heinrich-Emanuel-Merck-Schule Darmstadt (HEMS). Die ursprüngliche 

Idee sah vor, dass ich mich mit der Gravitationswaage der HEMS beschäftige. Da aber in 

angemessener Zeit nicht genau geklärt werden konnte, was meine Aufgabenstellung sein sollte, fiel 

in Rücksprache mit Frau Just die Entscheidung, dass Thema mehr in Richtung theoretische Physik 

zu lenken. Hierbei kamen wir dann zusammen auf das Thema, mit welchem sich die Arbeit jetzt 

beschäftigt. 

 

Leser dieser Arbeit seien darauf hingewiesen, dass es teileweise sehr schnell sehr tief in den Stoff 

geht. Hierbei werden gewisse Grundkenntnisse vorausgesetzt, ohne die das Verständnis der Arbeit 

nicht möglich ist. Auch empfiehlt es sich, dass man, wenn man bestimmte Passagen beim ersten 

Lesen nicht versteht, mehrmals liest. Dies gilt besonders für die Beweise der Keplerschen Gesetze 

mit Hilfe von Newtons Gesetzen. 

 

An dieser Stelle möchte ich dann noch zwei Lehrerinnen an der HEMS besonders danken. Dies ist 

einmal Frau Dr. Christine Just, hierbei möchte ich mich dafür bedanken, dass sie mich über die 

ganze Zeit betreut und bei fachspezifischen Fragen seht gut beraten hat. Mein zweiter Dank geht an 

Frau Gudrun Breidert-Fröhner dafür, dass sie meine Arbeit mehrmals auf Richtigkeit hin gelesen 

hat. 

 

Georgenhausen, 4. März 2013 Thomas Höhl 
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1. Einleitung 

Die vorliegende besondere Lernleistung beschäftigt sich mit dem Thema der Gravitation mit einem 

besonderen Scherpunkt auf das Zwei- und Dreikörperproblem. Hierfür beginnt die Arbeit mit einem 

historischen Rückblick auf die verschiedenen Gravitationstheorien, angefangen bei Aristoteles 

Theorie, dass Schweres fällt und Leichtes steigt bis hin zu Albert Einsteins Relativitätstheorie. 

Hierbei wird der Entwicklungsprozess beschrieben, welcher die Anschauung der Gravitation 

verändert hat. Besonders der Abschnitt Isaac Newton ist von Bedeutung, da der restliche Teil der 

Arbeit auf seinen Gravitationstheorien beruht. 

 

Im zweiten Teil der Arbeit geht es dann um das Zweikörperproblem. An dieser Stelle wird zuerst 

auf die Eindeutigkeit der Lösung eines Zweikörperproblems eingegangen. Dann werden 

verschiedene Lösungsverfahren gezeigt, mit welchen man das Zweikörperproblem lösen kann. 

Hierbei wird von Keplers Lösungen ausgegangen, welche dann mit Hilfe der Newtonschen 

Mechanik bewiesen werden. Zum Schluss des Abschnittes folgt dann noch ein kurzer Exkurs 

darüber, welche Auswirkungen die Relativitätstheorie auf die ganzen Berechnungen hat. 

 

Im dritten Teil geht es dann um die Verallgemeinerung des Zwei- auf das Drei- oder 

Mehrkörperproblem. Dabei wird zuerst gezeigt, warum ein System mit mehr als zwei Massen ein 

deutlich komplexeres Problem als ein System mit nur zwei Massen darstellt. Dann werden 

verschiedene Verfahren erklärt, mit welchen man das Dreikörperproblem vereinfacht anschauen 

kann und was man aus diesen Anschauungen erfahren kann. Zum Schluss erfolgt noch die 

Definition, ab wann sich ein System in einem deterministischen Chaos befindet. 

 

Als letzter Teil der Arbeit wird dann die Simulation vorgestellt, welche ich dazu entwickelt habe. 

Diese Simulation hat vor allem den Zweck, dass jeder für sich eine Anschauung eines 

Mehrkörperproblems entwickeln kann. Hierbei wird in der Arbeit nicht auf das Programm an sich 

eingegangen, da dies den Rahmen der Arbeit sprengen würde. Alleine der Quellcode hat fast 2500 

Zeilen Code. Dafür wird in der Arbeit das grundlegende Prinzip unter der Simulation beschrieben. 

Es wird beschrieben: wie die Berechnungen erfolgen, wie die Darstellung über OpenGL erfolgt, wie 

das Ganze dann als Applet eingebunden werden kann, wie die Nutzereingabe funktioniert und 

welche Probleme es gab. 
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2. Historische Betrachtung 

Am Anfang der Hausarbeit erfolgt eine historische Betrachtung der Entwicklung der Physik, mit 

einem Schwerpunkt aus den Gravitations- und Bewegungstheorien. Jede dieser Theorien stellt einen 

weiteren Meilenstein in unserem Verständnis des Universums dar, jede Theorie ist als eine 

Verbesserung der vorhergehenden zu sehen, behält und verwirft stets einige Aspekte. Neben den 

spezifischen Quellenangaben orientiert sich die historische Betrachtung an den ersten zwei Kapiteln 

aus Hawking, 1991. 

 

Diese Betrachtung wird in Form von vier Abschnitten erfolgen, in welchen jeweils der wichtigste 

Wissenschaftler genannt und kurz beschrieben wird. Zusätzlich wird die grundlegende 

physikalische Theorie erläutert um dann mit dieser Grundlage die Gravitationstheorie zu 

beschreiben. Dann erfolgt eine Betrachtung der Theorien, in welchen auf neu erklärbare Effekte und 

immer noch vorhandene Schwächen hingewiesen wird. Wichtig ist zu beachten, dass zwar explizite 

Wissenschaftler genannt werden, diese aber nicht alleine die dazugehörigen Theorien entwickelt 

haben. Wissenschaft ist immer als Prozess zu betrachten, in welcher jemand auf Basis der 

Erkenntnis eines anderen neue Erkenntnis entwickelt. Die genannten Wissenschaftler sind nur die 

bekanntesten, welche immer im Zusammenhang mit den Gravitationsgesetzen genannt werden. 

 

Die vier Abschnitte gehen ein auf: 

1. Aristoteles mit seiner Theorie, dass Schweres fällt und Leichtes steigt. 

2. Galileo Galilei mit der Theorie, dass die Fallgeschwindigkeit im Vakuum unabhängig von 

der Masse des Objektes ist. 

3. Isaac Newton, welcher als erstes explizite Gravitationsgesetze niederschrieb, mit denen er 

sowohl die Gravitation auf der Erde als auch die Gravitation im Kosmos beschreiben 

konnte. 

4. Albert Einstein mit seiner Relativitätstheorie, in welcher er aussagt, dass nur die 

Lichtgeschwindigkeit konstant ist, dafür aber Raum und Zeit nicht. 

 

Heutzutage ist das allgemeine Bild vor allem durch Newtons Gravitationsverständnis geprägt und 

dies obwohl die meisten Menschen mittlerweile wissen, dass diese Theorie nur eine Annäherung ist. 

Sie ist aber relativ verständlich und anschaulich, wodurch die meisten die Theorie verstehen 

können. Aus diesen Gründen wird sie auch für die Simulation des n-Körperproblems benutzt. 
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2.1 Aristoteles 

Aristoteles, ein griechischer Naturphilosoph, lebte im vierten Jahrhundert vor 

Christus, genauer 343 v. Chr. bis 322 v. Chr. und gilt als einer der 

bekanntesten Universalgelehrten der Antike. In seinem Leben beschäftigte er 

sich mit allen möglichen Fragen und hat bis heute einen großen Einfluss. 

Eine der Fragen, die ihn damals beschäftigten, war: Warum fallen manche 

Körper und andere steigen auf, z. Bsp. Flammen?
2
 

 

Er erstellte eine philosophische Betrachtung der Gesetze der Natur, nach welcher alle natürlichen 

Sachen zu einem fest definierten Ende hinstreben. Hieraus folgert er, dass alles, was sich in 

Bewegung befindet, mit der Zeit langsamer wird, außer eine äußere Kraft wirkt auf das Objekt ein 

und hält es in Bewegung. Auch strebt nach Aristoteles alles zum Zentrum des Universums, der 

Erde. Hierdurch rückt die Erde in Aristoteles Modell in den Mittelpunkt von allem. Die Folge ist, 

dass alles in Richtung Erde fällt.
3
 

 

Die Geschwindigkeit, mit der das Objekt Richtung Erde fällt, ist konstant, solange das Objekt nicht 

beeinflusst wird. Durch Experimente stellt er fest, dass die Fallgeschwindigkeit proportional zur 

Masse ist, also etwas, was doppelt so schwer ist, fällt doppelt so schnell. Zusätzlich ist die 

Geschwindigkeit antiproportional zur Viskosität der Umgebung, das heißt, wenn der Raum mit 

doppelt so zäher Materie gefüllt ist, fällt das Objekt nur halb so schnell. Hierdurch ergibt sich ein 

Widerspruch, durch welchen es kein Vakuum geben kann, denn dort müsste sich alles unendlich 

schnell bewegen.
4
 

 

Aristoteles baut seine Theorie auf seiner Vier-Elementen-Lehre auf. Nach dieser besteht alles 

Irdische aus Feuer, Wasser, Luft und Erde. Diese vier Elemente besitzen ein unterschiedliches 

gravitatives Verhalten: Wasser und Erde fallen und Luft und Feuer steigen. Hierbei ist zu beachten, 

dass diese Elemente lediglich eine abstrakte Anschauung sind, welcher sich Aristoteles bedient. Da 

sich alle Sachen aus den bekannten Elementen zusammensetzen folgen auch ihre gravitativen 

Eigenschaften aus dieser Zusammensetzung. Ein Objekt mit viel Erd- oder Wasseranteilen wird 

fallen, hingegen wird ein Objekt mit viel Luft- oder Feueranteilen steigen.
5
 

                                                 
1
 „Aristotle Altemps“, http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Aristotle_Altemps_Inv8575.jpg, 04.03.2013 

2
  Vgl. de.wikipedia.org, Aristoteles, 2012 

3
  Vgl. uni-heidelberg.de, W_Gravitation_Intro, 2012 

4
  Vgl. en.wikipedia.org, Aristotelian_physics, 2012 

5
  Vgl. uni-heidelberg.de, W_Gravitation_Intro, 2012 
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Zusätzlich gibt es noch ein fünftes Element, den Aither (nicht mit Äther verwechseln), aus diesem 

Element sind alle Himmelskörper gemacht. Bei Objekten aus diesem Element sind die 

Eigenschaften völlig anders als bei Objekten aus den anderen vier Elementen. Es gibt z. Bsp. fixe 

Achsen, auf denen sich die Himmelssphären befinden und bewegen. Es ist das göttliche Element.
6
 

 

Zu welchen Schlussfolgerungen führt uns Aristoteles Gravitationstheorie nun? Im Grunde zu 

keinen, seine Theorie ist lediglich der erste Versuch die Gravitation zu verstehen. Im Grunde hat sie 

noch nichts mit Gravitation an sich zu tun, aber Aristoteles legte hiermit den Grundstein für alle 

weiteren Theorien. 

 2.2 Galileo Galilei 

 Galileo Galilei, ein italienischer Naturwissenschaftler und Philosoph,  

lebte von 1564 n. Chr. bis 1642 n. Chr. Er zählt zu den letzten 

Universalgelehrten und ist vor allem für seine Entdeckungen in der 

Astronomie bekannt. Als Unterstützer des heliozentrischen Weltbildes kam 

er in einen Disput mit der Kirche, welche ihn für die letzten 9 Jahre seines 

Lebens unter Hausarrest stellte.
8
 

 

Galileo vereinigte alle ihm bekannten Quellen und Daten und entwickelte daraus seine Theorien, 

welche er experimentell nachprüfte. Seine Schriften sind meist in der Form eines Gespräches 

verfasst, in welchem eine Person der anderen etwas erklärt und immer wieder nachfragt, ob es 

verstanden wurde. Hierbei knüpft er stark an die Lehren Aristoteles an, welche er widerlegt und 

korrigiert. 

 

Im Gegensatz zu Aristoteles ist die Fallgeschwindigkeit von Objekten bei Galileo nicht von der 

Masse abhängig, dies bewies er durch ein theoretisches Experiment, bei welchen ein Verbund aus 

einer mittleren und einer kleinen Masse sich anders verhalten als eine große Masse, welche so 

schwer ist, wie die anderen beiden zusammen. Auch erlaubt Galileo die Existenz eines Vakuums, 

welches Aristoteles für seine Bewegungstheorie verboten hatte. Hierbei erkennt er, dass im Vakuum 

alles gleich schnell fällt und entwickelt die ersten Ansätze über Bremsung durch Luftwiederstand.
9
 

                                                 
6
  Vgl. en.wikipedia.org, Aristotelian_physics, 2012 

7
 „Galileo“, http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Galileo.arp.300pix.jpg, 04.03.2013 

8
  Vgl. en.wikipedia.org, Galileo_Galilei, 2012 

9
  Vgl. en.wikipedia.org, Galileo_Galilei, 2012 
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Ein weiterer Unterschied in Galileos Theorie ist, dass die Beschleunigung Richtung Erde, und nicht 

die Geschwindigkeit, als konstant angenommen wird. Auch bewegen sich bei Galileo Körper 

unendlich, bis sie von einer Kraft abgelenkt werden. Hierbei ist Galileo der erste, welcher diesen 

Zusammenhang mathematisch ausdrückt und durch Experimente bestätigt. Sein Satz: „A body 

moving on a level surface will continue in the same direction at constant speed unless disturbed.“
10

 

wird später von Newton übernommen.
11

 

 

Wie sieht es nun bei Galileo mit Gravitation aus? Gravitation, wie wir sie heute verstehen, also als 

Anziehung zwischen zwei Massen, kennt er noch nicht. Für ihn ist Gravitation die Anziehung aller 

Massen Richtung Erde.  

 2.3 Isaac Newton 
Sir Isaac Newton, ein englischer Naturforscher und Philosoph, lebte von 

1642 n. Chr. bis 1726 n. Chr. Er ist der Autor der „Philosophiae Naturalis 

Principia Mathematica“
13

, in welcher er seine universellen Gravitations- 

und Bewegungsgesetzte beschreibt und welches zu den wichtigsten 

Büchern der Physikgeschichte gehört. Dieses Buch bildet den Grundstein 

der klassischen Mechanik. 

 

Angeblich brachte ihn ein Apfel, welcher von einem Baum, unter dem er lag, auf ihn fiel, auf die 

Idee der Gravitation. Newton entwickelte unter anderem auch die Infinitesimalrechnung, er 

verallgemeinerte das biomische Theorem und seine Erklärung für das Spektrum des Lichts. 

Angesichts dieser Leistungen zählt Newton als einer der bedeutendsten Wissenschaftler aller Zeiten 

und seine Werke zählen zu den wichtigsten der Wissenschaft.
14

 

 

Der große Erfolg an Newton Gravitations- und Bewegungsgesetzen war, dass sie sowohl auf den 

Himmel als auch auf die Erde einheitlich anwendbar waren. Dies konnte bis dahin weder Aristoteles 

noch Galileo. Zusätzlich dazu liefert er eine einheitliche und geometrische Argumentation zu 

                                                 
10

  Zitat aus en.wikipedia.org, Galileo_Galilei, 2012 
11

  Vgl. en.wikipedia.org, Galileo_Galilei, 2012 
12

 „Sir Isaac Newton by Sir Godfrey Kneller“, 

http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Sir_Isaac_Newton_by_Sir_Godfrey_Kneller,_Bt.jpg, 04.03.2013 
13

 Siehe Newton, 2007 
14

 Vgl. de.wikipedia.org, Isaac_Newton, 2012 
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Keplers drei Gesetzen. Die keplerschen Gesetze beschreiben die Bewegungen der Planeten. Hierbei 

sind nach Newtons Erkenntnis nicht nur Ellipsen, sondern alle möglichen Kegelschnitte, also 

Ellipsen, Hyperbeln und Parabeln, möglich. Dies ist ein Spezialfall eines Zweikörperproblems, 

wenn man nur einen Planeten und die Sonne betrachtet. Die Masse der Sonne ist deutlich größer als 

die Masse des Planeten, wodurch die Sonne sich kaum durch die Anziehung des Planeten bewegt.
15

 

 

Im folgenden Abschnitt wird genauer auf Newtons wichtigstes Werk, die „Philosophiae Naturalis 

Principia Mathematica“
16

 eingegangen. Hierbei werden Newtons Theorien beschrieben. Newton 

wählt bei seiner Beschreibung der Welt den Kraftansatz, das heißt, er beschreibt alles über Kräfte. 

Als weiteres Grundprinzip übernimmt er das Trägheitsgesetz von Galileo und gibt ihr eine zentrale 

Bedeutung. Auf diesen Grundprinzipien beschreibt Newton dann die Welt als eine Wechselwirkung 

von aktiven immateriellen Naturkräften, z. B. der Gravitation und der absolut passiven Materie.
17

 

 

Auf diesem Gedankengang baut Newton seine drei Grundgesetzt der Mechanik auf. Es sind die, die 

wir heute noch kennen und in vielen Bereichen nutzen. Die absolute Zeit, der absolute Raum und 

das Prinzip der Fernwirkung. Die absolute Zeit sagt aus, dass die Zeit überall gleich ist und gleich 

schnell vergeht. Der absolute Raum sagt aus, dass eine Strecke, gleich, wo sie sich befindet, immer 

gleich lang ist. Das Prinzip der Fernwirkung beschreibt, wie Kräfte, die von einem Körper 

ausgehen, auf andere Kräfte wirken. Am Beispiel von Gravitation gesagt: Genau zu der Zeit, wo ein 

Körper bewegt wurde, erfährt ein zweiter Körper eine Änderung in der auf ihn einwirkenden Kraft. 

Ein solches System impliziert automatisch das Konzept des Determinismus, es ist alles mit genauen 

Daten genau vorherbestimmbar.
18

 

 

Newtons Gravitationsvorstellung ist die erste echte Gravitationsvorstellung, weil er zum ersten Mal 

die Anziehung zwischen Körpern betrachtet und nicht mehr eine Anziehung hin zur Erde. Sie 

erlaubt die Vorherbestimmung  von Planetenbewegungen und gleichzeitig von, auf der Erde, 

fallenden Körpern. Aber es lassen sich noch nicht alle Effekte beschreiben, z. B. die 

Bahnverschiebung des Mars lässt sich nicht erklären. Trotzdem liefert das Modell viele neue 

Erkenntnisse und ist die Grundlage der Physik bis zu Einsteins Relativitätstheorie. In dieser 

beschreibt die Newtonsche Mechanik lediglich einen Spezialfall. Im Weiteren dient Newtons 

Gravitationsgesetz 𝐹⃗ = 𝐺
𝑚1𝑚2

𝑟3 𝑟 als physikalische Grundlage für die Simulation. 

                                                 
15

 Vgl. de.wikipedia.org, Gravitationsgesetz, 2012 
16

 Newton, 2007 
17

 Vgl. en.wikipedia.org, Aristotelian_physics, 2012 
18

 Vgl. de.wikipedia.org, Isaac_Newton, 2012 
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2.4 Albert Einstein 

Albert Einstein, ein deutscher theoretischer Physiker, lebte von 1879 n. Chr. 

bis 1955 n. Chr. Er gilt als Entdecker der Relativitätstheorie, durch welche 

er weltbekannt wurde. Einstein verkörpert heutzutage den Begriff eines 

Forschers und Genies. Sein Hauptforschungsobjekt war die Struktur des 

Raumes und der Zeit und seine Ideen bilden bis heute einen der 

Grundpfeiler der modernen Physik. Zusätzlich entwickelte Einstein ein 

neues Bild der Gravitation, welches das heutige Verständnis von Gravitation 

prägt.
20

 

 

Einsteins Theorien basieren auf zwei Grundprinzipien: Erstens der Annahme, dass die 

Lichtgeschwindigkeit konstant ist und zweitens der Interpretation von Masse als lediglich einer 

anderen Erscheinung von Energie, dieser Zusammenhang wird von ihn über  die Formel E = mc² 

beschrieben. E = mc² bedeutet nichts anderes, als dass Energie (E) in Masse (m) oder Masse in 

Energie umgewandelt werden kann.
21

 Zusätzlich muss für das Verständnis der Begriff eines 

Inertialsystems definiert werden. Ein Inertialsystem ist ein Koordinatensystem, in welchem sich ein 

kräftefreier Körper mit konstanter Geschwindigkeit gradlinig bewegt. In jedem Inertialsystem 

gelten die gleichen physikalischen Gesetze. Inertialsysteme können sich zueinander nur 

gleichförmig und gradlinig bewegen, ein sich um die Erde drehendes System ist z. B. nicht 

inertial.
22

 

 

Nun besagt die spezielle Relativitätstheorie, dass in jedem Inertialsystem die Lichtgeschwindigkeit 

gleich ist. Wie ist das zu verstehen? Wir stellen uns einen eindimensionalen Raum, mit einer 

Lichtquelle und zwei voneinander unabhängigen Beobachtern vor. Der eine Beobachter steht still 

und der andere bewegt sich auf die Lichtquelle zu. Wenn nun beide die Lichtgeschwindigkeit 

messen würden, würden sie beide denselben Wert messen, obwohl sich nur der eine auf das Licht 

zubewegt. Hieraus folgt auch, dass es unmöglich ist, einen massereichen Körper auf 

Lichtgeschwindigkeit zu beschleunigen.
23

 

 

 

                                                 
19

 „Einstein 1921“, http://commons.wikimedia.org/wiki/File:Einstein_1921_portrait2.jpg, 04.03.2013 
20

 Vgl. de.wikipedia.org, Albert Einstein, 2012 
21

 Vgl. de.wikipedia.org, Albert Einstein, 2012 
22

 Vgl. de.wikipedia.org, Inertialsystem, 2012 
23

 Vgl. de.wikipedia.org, Relativitätstheorie, 2012 
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Zum Vervollständigen des Modelles muss eine neue Definition von Gleichheit erfolgen, was ist 

Gleichzeitigkeit? Einstein definiert, dass zwei Ereignisse gleichzeitig sind, wenn das Signal im 

gleichen Moment beim Beobachter ankommt. Hierdurch entsteht eine Zeitdefinition, welche nur für 

einen selbst Gültigkeit besitzt. Eine sogenannte Eigenzeit, das heißt für einen Beobachter ereignen 

sich alle Ereignisse, die er sieht, zur gleichen Zeit. Hingegen ereignen sich diese Ereignisse für 

einen anderen Beobachter, welcher sich in einem unterschiedlichen Inertialsystem befindet, zu einer 

unterschiedlichen Zeit. Auch der Raum ist durch diese Definition für beide Beobachter verschieden. 

Dieser Zusammenhang wird nun durch ein Gedankenexperiment aufgezeigt.
24

 

 

Wir stellen uns ein Bahnsteig vor, an dem grade ein Zug vorbeifährt. Auf der Mitte des Bahnsteiges 

steht eine Lampe. Zusätzlich haben wir zwei Beobachter, einen auf dem Bahnsteig und einen im 

sich bewegenden Zug. Für den Beobachter auf dem Bahnsteig ist klar, das Licht der Lampe wird 

beide Enden des Bahnsteiges gleichzeitig erreichen. Für den Beobachter im Zug sieht die Sache 

hingegen anders aus. Für ihn bewegt sich der Bahnhof nach hinten vorbei. Da das  Licht sich immer 

noch gleichschnell bewegt, aber der Bahnsteig sich unter dem Licht weg bewegt, wird das Licht 

früher am vorderen Ende als am hinteren Ende des Bahnsteiges ankommen. Beide Beobachter sich 

somit nicht einige über die Frage, ob das Licht vorne und hinten geleichzeitig ankommt.
25

 

 

Aufbauend hierauf beschreibt Einstein seine allgemeine Relativitätstheorie, welche sich mit dem 

Wesen der Gravitation beschäftigt. Er entwickelt eine Anschauung, in welcher Gravitation nicht 

mehr als eine Kraft zu verstehen ist, sondern als eine Eigenschaft der Raumzeit. Es ist eine 

geometrische Erklärung, in welcher Gravitation lediglich eine Krümmung im Raum darstellt. 

Hierbei bewegen sich Körper weiterhin gradlinig, aber entlang von so genannten Geodäten. Zur 

Anschauung kann man sich zwei Autos vorstellen, welche parallel nebeneinander auf dem Äquator  

stehen. Wenn nun beide losfahren werden sie sich an einem Pol treffen, ohne dabei gelenkt, also 

ihre Richtung verändert, zu haben. Sie bewegen sich entlang der Geodäten der Erde.
26

 

 

 

 

 

                                                 
24

 Vgl. de.wikipedia.org, Relativitätstheorie, 2012 
25

 Vgl. de.wikipedia.org, Relativitätstheorie, 2012 
26

 Vgl. de.wikipedia.org, Relativitätstheorie, 2012 
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Raumkrümmung entsteht durch Energie im Raum, Masse ist auch eine andere Form von Energie. 

Hierbei senden die Energieansammlungen im Raum Gravitationswellen aus, welche die Eigenschaft 

haben, dass sie die Raumzeit krümmen. Gravitationswellen breiten sich mit Lichtgeschwindigkeit 

aus. Ihre Existenz ist bis heute nur indirekt, durch die Messung der Ausbreitungsgeschwindigkeit 

der Gravitation, bewiesen.
27

 

 

Einsteins neues Modell der Gravitation erlaubt es gravitative Effekte deutlich genauer zu 

beschreiben. So kann z. B. die Bahnverschiebung des Mars zum ersten Mal erklärt und berechnet 

werden. Die Mathematik, welche zum Beschreiben der allgemeinen Relativitätstheorie verwendet 

wird, ist jedoch sehr komplex und in vielen Fällen sind die zu Grunde liegenden Gleichungen nicht 

mehr analytisch, sondern nur numerisch lösbar. Das heißt, man kann nicht die genaue Lösung 

berechnen, sondern immer nur eine Näherung erstellen. 

                                                 
27

 Vgl. de.wikipedia.org, Relativitätstheorie, 2012 
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3. Das Zweikörperproblem 

Den folgenden Abschnitten liegen die newtonschen Gravitationsgesetze und Weltanschauungen zu 

Grunde. Mit ihnen lässt sich das Verhalten eines Gravitation-Systems sehr gut annähern und bleibt 

dabei trotzdem noch relativ verständlich und einfach zu lösen. 

 

 Im Zweikörperproblem geht es um ein System, in welchem 

sich nur zwei Körper befinden. Diese Körper werden der 

Einfachheit halber als punktförmig angenommen. Zum 

Startzeitpunkt haben beide Massen eine Position und eine 

gerichtete Geschwindigkeit. Da beide Körper eine Masse 

besitzen, ziehen sie sich, nach dem newtonschen 

Gravitationsgesetz an und beeinflussen dadurch die Bahn des 

jeweils anderen Körpers. Es gilt also zum Zeitpunkt t0 hat 

jeder Körper eine Position 𝑥⃗0 und eine Geschwindigkeit 𝑣⃗0. 

Aber warum heißt dieser Sachverhalt nun Problem? Worum 

geht es eigentlich? Es geht darum die Bewegung beider Körper zu bestimmen und damit 

vorhersagen zu können, wie sich zwei Körper nur unter dem Einfluss der Gravitation zueinander 

verhalten werden. Z. B. das Zweikörpersystem Sonne und Erde: durch Lösung des dazugehörigen 

Zweikörperproblems kann die Bewegung der Erde, relativ zur Sonne, vorhergesagt werden. 

 

Das Zweikörperproblem gehört zu der Klasse der eindeutig lösbaren Problem, das heißt, das 

Verhalten eines Zweikörpersystems lässt sich genau bestimmen und berechnen. Durch diese 

Eigenschaft hat das Zweikörperproblem einen hohen Stellenwert in der Physik, da es als eines der 

wenigen Probleme exakte Vorhersagen erlaubt (Im Bereich der newtonschen Physik). 

 

Aufgekommen ist das Problem beim Versuch, die Bewegungen der Planeten um die Sonne zu 

beschreiben und ihre Gesetzmäßigkeiten zu erkennen. Hierbei ermittelt Johannes Kepler durch eine 

lange Reihe an Beobachtungen drei Gesetze, welche Keplersche Gesetze genannt werden. Diese 

beschrieben die Bewegung der Planten relativ genau, spiegeln aber nur einen spezielle Lösung des 

Zweikörperproblems wieder, nämlich den Fall einer elliptischen Bahnkurve. Auch gibt es einige 

Ungenauigkeiten bei der Vorhersage der Planetenbewegungen, weil die Wechselwirkung der 

                                                 
28

 „Zweikörperproblem“, http://www.fornoff.homepage.t-online.de/Qastro/2Sonnensystem/keplerdreiHerleitung.htm, 

04.03.2013 
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Planten untereinander nicht beachtet wird. Letzteres ist es, welches unser Sonnensystem zu einem 

komplizierten und chaotischen Gebilde macht. Später nimmt Newton die keplerischen Gesetze auf 

und beweist und verbessert sie mit Hilfe seines Gravitationsgesetzes. 

3.1 Eindeutigkeit des Zweikörperproblems 

Der Zustand eines Zweikörperproblems lässt sich mit Hilfe von 12 Variablen beschreiben. Jeder 

Körper hat eine Position 𝑥⃗, welche jeweils  aus einer x-, einer y- und einer z-Koordinate besteht. 

Des Weiteren lässt sich die Bewegung der Körper über seinen Impuls 𝑝⃗ beschreiben, dieser besteht 

auch jeweils wieder aus einer x-, einer y- und einer z-Koordinate. Diese ergeben zusammen die 12 

Variablen, welche das System beschreiben. Nun hat das System aber auch gewisse 

Erhaltungsgrößen. Erhaltungsgrößen sind Zahlenwerte, welche das System beschreiben und sich 

über die Zeit nicht ändern. Die erste Erhaltungsgröße ist die Energie. In einem abgeschlossenen 

System gilt stets der Satz der Energieerhaltung, welcher besagt, dass Energie weder verloren noch 

gewonnen werden kann. Die Gesamtenergie bleibt also gleich und damit ist die Energie eine 

Erhaltungsgröße.
29

 

 

Def. Ein System gilt genau dann als abgeschlossen, 

wenn es nicht mit seiner Umgebung wechselwirkt. 

 

Die nächste Erhaltungsgröße ist der Impuls. Hierbei gilt in einem abgeschlossenen System der 

Impulserhaltungssatz. Dieser besagt, dass die Summe der Impulse aller Körper in einem 

abgeschlossenen System konstant ist. Der Impuls ist eine gerichtete Größe mit drei Komponenten, 

der x-, der y- und der z-Koordinate.
30

 

 

Die nächste Erhaltungsgröße ist der Drehimpuls. Unter der Betrachtung, dass jeder Körper sich in 

einem Zentralkraftfeld befindet, das heißt, dass die Kraft, die vom Zentrum ausgeht immer in 

Richtung der Position des Körpers zeigt, folgt, dass die Quelle zwar eine Kraft, aber keinen 

Drehimpuls auf den Körper ausübt. Daraus folgt, dass der Drehimpuls konstant und damit eine 

Erhaltungsgröße ist. Der Drehimpuls ist auch eine gerichtete Größe mit drei Komponenten.
31

 

 

Die letzte Erhaltungsgröße, welche wir brauchen und welche überhaupt bekannt ist, ist der 

Schwerpunkt. Der Schwerpunkt an sich kann sich zwar bewegen, aber da die Bewegung konstant 

                                                 
29
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30
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31
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ist, lässt sich ein Koordinatensystem wählen, in welchem der Schwerpunkt konstant ist. Dadurch ist 

der Schwerpunkt eine Erhaltungsgröße. Der Schwerpunkt ist für sich auch eine gerichtete Größe 

und hat damit auch drei Komponenten.
32

 

 

Zusammen haben wir also zehn Erhaltungsgrößen. Mit diesen kann man das System von 12 

Variablen auf ein System mit nur 2 Variablen auflösen, welches zusätzlich integrierbar ist. 

Hierdurch ist gezeigt, dass das System eindeutig bestimmt ist. 

3.2 Keplers Lösung 

Johannes Kepler, ein deutscher Naturphilosoph, Mathematiker und Astronom, lebte von 1571 n.Chr.  

bis 1630 n.Chr. Er wird heutzutage als einer der Begründer der modernen Naturwissenschaft 

wahrgenommen, jedoch war sein Leben von religiösen Überzeugungen geprägt. Er ging bei seiner 

Arbeit von der Annahme aus, dass das heliozentrische Weltbild lediglich ein Modell zum Berechnen 

der Planetenbahnen darstelle, jedoch keinesfalls eine physikalische Tatsache. Im Endeffekt jedoch 

machten seine drei Planetengesetze aus dem mittelalterlichen Weltbild ein dynamisches System, in 

welchem die Sonne durch Fernwirkung aktiv die Planeten beeinflusst.
 33

 

 

Die drei Keplerschen Gesetze lauten: 

1. Die Planeten bewegen sich auf elliptischen Bahnen und in einem der beiden Brennpunkte 

befindet sich die Sonne. 

2. Ein von der Sonne zum Planeten gezogener „Fahrstrahl“ überstreicht in gleichen Zeiten gleich 

große Flächen. 

3. Die Quadrate der Umlaufzeiten zweier Planeten verhalten sich wie die dritten Potenzen (Kuben) 

der großen Bahnhalbachsen. 

 

Diese Gesetze sind Regeln, welche Kepler bei seinen Beobachtungen der Planeten gemacht hat. 

Newton beweist später, dass die ersten beiden Gesetze eine exakte Lösung des Zweikörperproblems 

darstellen und dass das dritte Gesetz eine gute Näherung für ein Mehrkörperproblem darstellt, in 

welchem ein Körper deutlich massereicher ist als die anderen Körper (Vgl. mit der Sonne im Bezug 

zum Rest des Sonnensystems). Um die Gesetze auf ein Zweikörperproblem anwenden zu können, 

muss das Problem als Zentralkraftproblem behandelt werden, das heißt, dass einer der beiden 

Körper als fix betrachtet wird. In diesem Fall können die ersten beiden Gesetze angewandt werden. 
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Das erste Keplersche Gesetz ist der Ellipsensatz. Er sagt 

aus, dass im Fall von zwei Körpern, die beschriebene 

Bahnkurve stets eine Ellipse ist, wobei sich der zentrale 

Körper immer, relativ zum anderen gesehen, auf einem 

der beiden Brennpunkt der Ellipse befindet. Dieses Gesetz 

stimmt für alle Bahnkurven, welche wirklich Ellipsen 

sind. Dies muss aber so nicht sein, wie  Newton später 

zeigt. Es sind neben Ellipsen alle Kegelschnitte (Ellipsen, 

Kreise, Parabeln und Hyperbeln) möglich.
35

 

 

Das zweite Keplersche Gesetz ist der Flächensatz. Er 

beschreibt die Relativgeschwindigkeit in Abhängigkeit zum 

Abstand zu dem zentralen Körper. Der 

„Fahrstrahl“ beschreibt eine gedachte Linie zwischen dem 

zentralen und dem sich bewegenden Körper. Wenn sich jetzt 

der sich bewegende Körper bewegt, legt die Linie eine 

gewisse Fläche zurück. Der Flächensatz sagt jetzt aus, dass 

die Fläche, welche die Linie pro Zeit zurücklegt, konstant 

ist. Hieraus folgt, dass der Körper zu dem Zeitpunkt, an welchem er sich näher am zentralen Körper 

befindet, sich schnell bewegen muss, damit er die gleiche Fläche zurücklegt.
37

 

 

Das dritte Keplersche Gesetz behandelt einen Spezialfall des Dreikörperproblems. Den Fall eines 

massenreichen zentralen Körpers, um welchen sich zwei deutlich massenärmere Körper in 

elliptischen Bahnen bewegen. Nun beschreibt das Gesetz das Verhältnis von Umlaufzeit(𝑇) und 

großer Halbachse(𝑎) beider sich bewegender Körper.
38

 

(
𝑇1

𝑇2
)

2

= (
𝑎1

𝑎2
)

3

 

 

 

                                                 
34
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Auf unser Sonnensystem, für welches diese Gesetze aufgestellt wurde, bezogen, bedeutet das, dass 

wir, wenn wir die Umlaufzeit eines Planeten kennen, mit der Erde als Referentsplaneten, die große 

Halbachse des anderen Planeten berechnen können. Oft benutzt wird dieser Zusammenhang auch 

bei der Berechnung von Doppelsternen. Für ähnlich massereiche Umlaufkörper und einen deutlich 

massereicheren zentralen Körper stellt dieses Gesetz eine sehr genaue Näherung da. 

3.3 Newtons Lösung 

Im folgenden Teil werden die drei Keplerschen Gesetze, mit Hilfe des newtonschen 

Gravitationsgesetzes, bewiesen. Hierfür werden vor allem Differentiale und Integrale nach der Zeit 

benutzt. Des Weiteren gilt stets die Anschauung des Zweikörperproblems als Zentralkraftproblem, 

in welchem einer der beiden Körper stets im Zentrum steht. Dies wird durch eine Transformation 

des Raumes erreicht. 

 

3.3.1 Erstes Keplersche Gesetz 

Im Folgenden wird bewiesen, dass das erste keplersche Gesetz ein Spezialfall der Lösung der 

Bahngleichung im Zweikörperproblem ist. Hierfür wird zunächst die allgemeine Bahngleichung 

aufgestellt und später der Spezialfall der Ellipse gezeigt. m ist die Masse des sich bewegenden 

Körpers, M die Masse des Körpers im Zentrum, t die Zeit, 𝑟 der Ortsvektor und r der Betrag des 

Ortsvektors. 

 

Die allgemeine Bewegungsgleichung, welche von Newton aufgestellt wurde, lautet 

𝐹⃗ = 𝑚𝑟̈ = 𝑝̇⃗ = −𝐺
𝑚𝑀

𝑟3
𝑟     (1). 

Nun wird die Vorzugsrichtung in der Bewegungsebene ermittelt, hierfür wird vom rechts mit dem 

Drehimpuls 𝐿⃗⃗ vektoriell multipliziert (𝐿⃗⃗ = 𝑟 × 𝑝⃗) 

𝑝̇⃗ × 𝐿⃗⃗ = −𝐺𝑚𝑀
1

𝑟3
𝑟 × (𝑟 × 𝑝⃗)     (2). 

Jetzt kann durch Anwenden einer Rechenregel für das Vektorprodukt die rechte Seite vereinfacht 

werden 

𝑝̇⃗ × 𝐿⃗⃗ = −𝐺𝑚𝑀
1

𝑟3
[𝑟(𝑟 ∙ 𝑝⃗) − 𝑝⃗𝑟2]     (3). 

Dann wird der Impuls 𝑝⃗ in seine Teile zerlegt 

𝑝̇⃗ × 𝐿⃗⃗ = −𝐺𝑚𝑀
1

𝑟3
[𝑟(𝑟 ∙ 𝑚𝑟̇) − 𝑚𝑟̇𝑟2]     (4). 
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Nun wird noch die Masse 𝑚 ausgeklammert und der Radius 𝑟3 in die Klammer gezogen 

𝑝̇⃗ × 𝐿⃗⃗ = 𝐺𝑚2𝑀 [
𝑟

𝑟

̇
− 𝑟

𝑟 ∙ 𝑟̇

𝑟3
]     (5). 

Jetzt können wir durch Umstellen aus beiden Teilen der Gleichung ein 𝑑𝑡 rausziehen, was eine 

deutliche Vereinfachung des Terms in der Klammer liefert. Dadurch, dass 𝐿̇⃗⃗ = 0 ist, können wir die 

linke Seite der Gleichung umformen zu 

𝑝̇⃗ × 𝐿⃗⃗ = 𝑝̇⃗ × 𝐿⃗⃗ +  𝑝⃗ × 𝐿̇⃗⃗ =
𝑑

𝑑𝑡
(𝑝⃗ × 𝐿⃗⃗)     (6). 

Um die rechte Seite der Gleichung zu vereinfachen, untersuchen wir die zeitliche Ableitung des 

Richtungsvektors 
𝑟

𝑟

⃗ . Durch Anwenden der Produktregel erhalten wir 

𝑑

𝑑𝑡

𝑟

𝑟
=

𝑟̇

𝑟
+ 𝑟

𝑑

𝑑𝑡

1

𝑟
    (7). 

Der zweite Summand lässt sich über die Kettenregel ableiten 

𝑑

𝑑𝑡

1

𝑟
=

𝑑

𝑑𝑡

1

√𝑟2
=

𝑑

𝑑𝑡
(𝑟2)−

1
2 = −

1

2
(𝑟2)−

3
2

𝑑

𝑑𝑡
𝑟2 = −

1

2

1

𝑟3
𝑟̇ ∙ 2𝑟 = −

𝑟 ∙ 𝑟̇

𝑟3
     (8). 

Hiermit ist die Ableitung 

𝑑

𝑑𝑡

𝑟

𝑟
=

𝑟̇

𝑟
− 𝑟

𝑟 ∙ 𝑟̇

𝑟3
     (9). 

Setzen wir nun (6) und (9) in (5), ein erhalten wir 

𝑑

𝑑𝑡
(𝑝⃗ × 𝐿⃗⃗) = 𝐺𝑚2𝑀

𝑑

𝑑𝑡

𝑟

𝑟
     (10). 

Integration nach der Zeit 𝑡 liefert 

𝑝⃗ × 𝐿⃗⃗ = 𝐺𝑚2𝑀
𝑟

𝑟
− 𝐶     (11).  

Der Vektor 𝐶 ist hierbei der lenzsche Vektor. Das ist eine weitere Konstante, neben 𝐿⃗⃗, welche die 

Bahnkurve des Körpers beschreibt. Der lenzsche Vektor zeigt immer von dem Brennpunkt des 

Kegelschnittes zum Perihel, dem Punkt welcher sich am nächsten an der Bahnkurve befindet. 

 

Nun können wir die Bahnkurve ermitteln, indem wir mit 𝑟 skalar multiplizieren erhalten wir 

𝑟 ∙ (𝑝⃗ × 𝐿⃗⃗) = 𝐺𝑚2𝑀𝑟 − 𝑟 ∙ 𝐶     (12). 

Die linke Seite der Gleichung löst sich durch zyklisches Vertauschen der Faktoren auf 

𝑟 ∙ (𝑝⃗ × 𝐿⃗⃗) = 𝐿⃗⃗ ∙ (𝑟 × 𝑝⃗) = 𝐿⃗⃗ ∙ 𝐿⃗⃗ = 𝐿2     (13). 
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Jetzt lässt sich (12), nach Einsetzen von (13), mit 𝜑 = ∢(𝑟, 𝐶) umformen zu 

𝐿2 = 𝐺𝑚2𝑀𝑟 − 𝑟𝐶 cos 𝜑      (14). 

Nun können wir durch die Einführung der beiden Abkürzungen 

𝑞 =
𝐿2

𝐺𝑚2𝑀
     𝑢𝑛𝑑    𝜀 =

𝐶

𝐺𝑚2𝑀
 

die Gleichung (14), mit einfachen Umformungen, in die bekannte Ellipsengleichung umformen. Mit 

dieser können wir das Problem dann als eine Relation zwischen dem Winkel, zwischen den beiden 

Massen und dem Radius, also dem Abstand beider Massen, beschreiben. 

𝑟 =
𝑞

1 − 𝜀 cos 𝜑
     (15) 

In der Tat beschreibt die Gleichung nicht nur Ellipsen, sondern auch alle anderen Kegelschnitte. 

Hierbei steht 𝑞 für etwas wie einem Radius Vergleichbarem und 𝜀 für Exzentrizität, welche die Art 

des Kegelschnittes angibt. Man erhält für 

𝜀 = 0   :     einen Kreis, 

    0 < 𝜀 < 1   :     eine Ellipse, 

𝜀 = 1   :     eine Parabel, 

𝜀 > 1   :     eine Hyperbel. 

Nun sieht man leicht, dass das erste keplersche Gesetz den Spezialfall 0 < 𝜀 < 1 beschreibt.
39

 

3.3.2 Zweites Keplersche Gesetz 

Das zweite Keplersche Gesetz lässt sich, mit Hilfe des Drehimpulserhaltungssatzes einfach 

beweisen. In einer Zeit 𝑑𝑡 legt der sich bewegende Körper dir Strecke 𝑑𝑟 zurück. Der Ortsvektor 

überschreitet in der Zeit eine angenäherte Dreiecksfläche 𝑑𝐴. Die Größe 𝑑𝐴 ist gleich der halben 

Fläche des Parallelogrammes, welches durch 𝑟 und 𝑑𝑟 aufgespannt wird. Damit ist die Fläche 𝑑𝐴 

𝑑𝐴 =
1

2
|𝑟 × 𝑑𝑟| =

1

2
|𝑟 ×

𝑑𝑟

𝑑𝑡
𝑑𝑡| =

1

2
|𝑟 × 𝑟̇|𝑑𝑡     (16). 

Die zeitliche Ableitung der Fläche ist dann 

𝑑𝐴

𝑑𝑡
=

1

2
|𝑟 × 𝑟̇| =

1

2𝑚
|𝑟 × 𝑚𝑟̇| =

1

2𝑚
|𝑟 × 𝑝⃗| =

1

2𝑚
|𝐿⃗⃗| = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡     (17). 

Da der Drehimpuls L konstant ist, ist das genau die Aussage des zweiten keplerschen Gesetzes.
40
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3.3.3 Drittes Keplersche Gesetz 

Die Richtigkeit des dritten Keplerschen Gesetzes lässt sich mit Hilfe einer Ellipseneigenschaft 

einfach zeigen. Unser 𝑞 aus der Ellipsengleichung (15) beschreibt bekanntermaßen in einer Ellipse 

das Verhältnis zwischen der Haupt- und der Nebenachse  

𝑞 =
𝐿2

𝐺𝑚2𝑀
=

𝑏2

𝑎
     (18). 

Beschreiben wir nun die gesamte Fläche der Ellipse, kommen wir mit (14) auf 

𝐴 = 𝜋 𝑎 𝑏 = ∫
𝑑𝐴

𝑑𝑡
𝑑𝑡

𝑇

𝑡=0

=
1

2𝑚
|𝐿⃗⃗|𝑇     (19). 

Umgeformt nach der Periodendauert ergibt sich 

𝑇 =
2𝜋𝑎𝑏𝑚

|𝐿⃗⃗|
     (20). 

Quadrieren wir nun die Gleichung (20) und nutzen die Abhängigkeiten aus (18) geschickt, ergibt 

sich 

𝑇2 =
4𝜋2𝑎2𝑏2𝑚2

𝐿2
=

4𝜋2𝑎3𝑞𝑚2

𝐿2
=

4𝜋2𝑎3

𝐺𝑀
     (21). 

Und damit erkennen wir, dass das Verhältnis 

𝑇2

𝑎3
=

4𝜋2

𝐺𝑀
= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 

unabhängig von Massen oder Anfangsbedingungen ist.
41

 

3.4 Zusammenfassung Zweikörperproblem 

Wie wir im letzten Abschnitt gesehen haben, ist das Zweikörperproblem ein wichtiges, aber auch 

vollständig gelöstes Problem in der Physik. Es Hilft uns beim Verständnis unserer Welt. Es 

ermöglich uns die Zusammenhänge von sehr großen Phänomenen wie unserem Sonnensystem, oder 

Doppelsternen, aber auch von sehr kleinen Phänomenen, wie dem Verhalten von Atomkernen, 

besser zu verstehen. 

 

Dadurch, dass das Zweikörperproblem deterministisch und nicht sehr komplex ist, ist es uns 

möglich es eindeutig zu lösen. Hierzu können wir das Problem von zehn auf zwei Variablen, mit 

Hilfe der Erhaltungsgrößen, vereinfachen und dieses vereinfachte Problem dann integrieren. 

Genauso gut können wir aber auch die Bahngleichung aufstellen, um den Abstand in Relation zum 

Winkel anzugeben. Natürlich lässt die Lösung sich auch numerisch, mit Hilfe eines Computers, 

annähern. 

                                                 
41

 Vgl. Brandt & Dahmen, 2005 S. 65 



18 

 

 

Auch haben wir die ersten Lösungsansätze von Kepler gesehen, welche Newton später 

aufgenommen und aus welchen er sein Gravitationsgesetz entwickelt hat. Wir haben Keplers 

Gesetze mit Hilfe von Newtons Theorien bewiesen und dadurch gezeigt, dass sie die Realität gut 

beschreiben. 

3.5 Relativistische Effekte 

Einsteins allgemeine Relativitätstheorie macht die Sache leider noch etwas komplizierter. Einstein 

sagt, dass sich nichts schneller als Licht bewegen kann und das schließt die Gravitation mit ein. Er 

beschreit die Gravitation als Wellen, welche sich mit Lichtgeschwindigkeit im Raum ausbreiten. 

Diese Annahme steht nun aber im Widerspruch zu unserer und Newtons vorheriger Annahme, dass 

die Gravitation sich als Fernwirkung beschreiben lässt. Sie kann also erst nach einer gewissen Zeit 

das Objekt beeinflussen. 

 

Auch geht die „Endlosigkeit“ eines Gravitationsvorganges verloren. Nach der Newtonschen 

Beschreibung würden sich die beiden Sonnen eines Doppelsterns für immer, so lange sie nicht von 

außen beeinflusst werden, umeinander drehen, da sie keine Energie verlieren. Senden sie aber nun 

Gravitationswellen aus, verlieren sie einen kleinen Teil ihrer Gesamtenergie. Dieser Vorgang hat zur 

Folge, dass sich die beiden Sonnen in Form von zwei Spiralen auf einander zu bewegen, bis sie 

irgendwann zusammenstoßen. 

 

Im Allgemeinen sind die Abweichungen nicht sehr groß, sie lassen sich aber deutlich auch schon zu 

Newtons Zeiten, messen. Das bekannteste Beispiel hierzu ist die Bahnverschiebung des Mars. Die 

gesamte Bahn des Mars dreht sich um die Sonne. Erst Einsteins allgemeine Relativitätstheorie 

ermöglicht es uns, diesen und viele weitere Effekte zu verstehen und vorherzusagen. In vielen 

Bereichen reicht aber weiterhin die Genauigkeit, welche durch Newtons Theorien gegeben ist. 
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4. Das Dreikörperproblem 

Im folgenden Abschnitt geht es um das Dreikörperproblem. Hierbei wird zunächst allgemein gesagt, 

um was es bei dem Dreikörperproblem genau geht und worin die Unterschiede zum, bereits 

besprochenen, Zweikörperproblem liegen. Dann Folgt eine ein Teil, in welchem Lösungsansätze für 

bestimmt Situationen beschrieben und erläutert werden, zusätzlich wird davor darauf eingegangen, 

warum man keine allgemeine Lösung, wie beim Zweikörperproblem finden kann. Anschließend 

wird eine Betrachtung der Dreikörperproblems im Phasenraum durchgeführt, welcher es erlaubt, 

eine deutlich einfachere Anschauung über das Problem zu bekommen. Am Schluss wird dann noch 

auf die Frage eingegangen, was Chaos ist. 

 

 

Simulation eines Dreikörperproblems
42

 

 

4.1 Fehlen der geschlossenen Lösung 

Im allgemeinen Prinzip unterscheidet sich das Dreikörperproblem nicht vom Zweikörperproblem, 

mit der einen Ausnahme, dass es an Stelle von zwei, insgesamt drei Massen sind. Das Grundprinzip 

bleibt erhalten, die Massen bewegen sich und werden durch die anderen Massen gravitative 

beeinflusst. Jetzt benötigt man aber 18 und nicht mehr 12 Variablen um das System zu beschreiben 

(vgl. 2.1 für zwei Massen), da die dritte Masse jeweils noch drei weitere Koordinaten für je ihren 

Impuls und ihre Position benötigt. Da es aber immer nur noch 10 Erhaltungsgrößen (vgl. 2.1) gibt, 

lässt sich das System nicht mehr über Integrieren in ein System mit nur einer Variablen überführen. 

Hiermit sind alle unsere Lösungsversuche für das Zweikörperproblem beim Dreikörperproblem 

zum Scheitern verurteilt. 
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Ein Gravitationssystem mit mehr als zwei Massen ist also zu komplex, als das wir es einfach 

vorhersagen können. Es können lediglich zu bestimmten Systemen eine Lösungen, über das 

Ausnutzen von Konstellationen der Massen zueinander, gefunden werden. Ansonsten erfolgt eine 

Lösung meist nur numerisch. Es besteht aber trotzdem die Möglichkeit, zu einem 

Dreikörperproblem, auch wenn man nicht in der Lage ist die genaue Bahn zu bestimmen, gewisse 

Aussagen zu treffen. Bei diesen Aussagen geht es vor allem darum, wie stabil das System ist, das 

heißt wie sehr sich eine Änderung der Startparameter auf das Ergebnis auswirkt. 

4.2 Analytische Lösungen 

 Eine analytische Lösung bedeutet, dass wir durch Ausnutzung von verschiedenen Konstellationen, 

das System soweit vereinfachen können, so dass wir es lösen können. Das einfachste Beispiel 

hierzu ist eine Situation, in welcher sich drei gleich schwere Massen genau auf einem Kreis 

befinden, so dass der Abstand von jeder Masse zu jeder anderen gleich ist. In dieser Situation kann 

es aus dem Sichtpunkt jeder Masse so betrachtet werden, als würde sich im Zentrum eine Masse 

befinden, welche die gleiche Anziehung auf sie auswirkt, wie die beiden anderen Massen 

zusammen. Hierdurch kann man das Problem nun als Zentralkraftproblem behandeln und einfach 

lösen (vgl. 2.3). Jedoch existiert eine solche Lösung nur für sehr wenige Situationen. 

 

 Eine weiter wichtige analytische Lösung, welche um 1800 

von Joseph-Louis de Lagrange entdeckt wurde, sind die 

nach ihm benannten Lagrange-Punkte. Es konnte beweisen, 

dass Dreikörperprobleme, welche im Allgemeinen nicht 

analytisch lösbar sind, für einige Spezialfälle des 

eingeschränkten Dreikörperproblems doch eine analytische 

Lösung haben, die Lagrange-Punkte. Für zwei um einen 

gemeinsamen Schwerpunkt kreisende Massen gibt es für 

eine dritte Masse, welche verschwindend klein im Gegensatz 

zu den anderen beiden ist, fünf Punkte, für welche sich das Dreikörperproblem lösen lässt. An 

diesen Punkten hebt sich die Wirkung der Gravitation der beiden großen Massen und der 

Zentrifugalkraft der kleinen Masse vollständig auf, so dass die Massen zueinander kräftefrei sind. 

Das heißt die drei Massen bleiben immer in derselben Konstellation zu einander. Die Wirkung der 

Lagrange-Punkte lassen sich im Sonnensystem sehr gut beobachten. In den fünf Punkten entdeckt 

                                                 
43
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man sehr häufig Staubwolken oder Asteroiden, welche sich mit der Erde, oder einem anderen 

Planeten, um die Sonne drehen.
44

 

4.3 Poincaré-Schnitt 

Im folgenden Abschnitt wird eine Methode gezeigt, welche man benutzt um die  Komplexität einer 

Simulation eines Drei-, oder Mehr-, Körperproblems zu senken. Als erstes werden die Bahnkurven 

Simuliert, also nummerisch berechnet, und dann als Spuren in den Raum gezeichnet. Das hierbei 

entstehende Gebilde nennt man einen Phasenraum oder auch Zustandsraum. Ein Phasenraum ist die 

Menge alle möglichen Zustände eines physikalischen Systems, jeder Zustand den das dazugehörige 

physikalische System haben kann entspricht genau einer Punktmenge im Phasenraum.
45

 

 

Nun versucht man anhand dieser Bahnkurven im Phasenraum etwas über die Stabilität des Systems 

auszusagen. Im Fall unseres Dreikörperproblems betrachten wir nur die Zustände, also nur die Spur, 

einer Masse. Man kann nun sehr schnell erkennen, dass man anhand der Daten nicht viel Aussagen 

kann. Um die Komplexität des Systems zu verringern verwenden wir nun eine Methode, welche, 

nach dem französischen Mathematiker Henri Poincaré, untern dem Namen Poincaré-Schnitt 

bekannt ist. 

 

Ein Poincaré-Schnitt ist in Allgemeinen eine „(𝑛 − 1)-dimensionale Hyperebene 𝑃, die die 

Phasenraumtrajektorien eines kontinuierlichen n-dim. dynamischen Systems überall transversal 

schneidet. Die diskrete Dynamik der Wiederkehrsequenz der Trajektorie auf der Schnittebene ergibt 

die Poincaré-Abbildung 𝑓𝑃.“
47

. 

 

In unserem Fall, eines dreidimensionalen Raumes ist damit eine 

Ebene gemeint, welche wir durch den Phasenraum legen. Jetzt ist 

der Poincaré-Schnitt genau die Menge alle Durchstoßpunkte 

zwischen der Ebene, welche wir in den Raum gelegt haben, und den 

Spuren, oder auch Trajektorien, der Masse. Hierbei werten wir aber 

nur diejenigen Durchstoßpunkte, welche von einer bestimmten Seite 

der Ebene zu der anderen gehen. Die Durchstoßpunkte, welche die 

Ebene von der anderen Seite durchstoßen, werden nicht gewertet.  
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Die Poincaré-Abbildung ist dann die Funktion, welche jedem Punkt, in dem Poincaré-Schnitt, den 

jeweils nächsten Punkt zuweist. Das Zeitintervall zwischen zwei aufeinanderfolgenden Punkten ist 

endlich, aber die einzelnen Zeitintervalle müssen nicht unbedingt gleichlang sein. Die hieraus 

folgende zeitliche Diskretisierung stellt die wesentliche Vereinfachung des Systems da.
48

 

 

Für die Wahl der Ebene gibt es lediglich eine einzige notwendige Bedingung: die Spur der Masse 

muss die Ebene in jedem Durchstoßpunkte transversal schneiden. Dies heißt einfach nur, dass die 

Spur niemals entlang der Ebene verlaufen darf, sondern diese immer nur in einem Punkt 

durchstoßen muss. 

 

Jetzt können wir anhand der Poincaré-Abbildung versuchen Aussagen über das System zu treffen. 

Bildet z. B. jeder Punkt auf sich selber ab, sprechen wir von einer periodischen Lösung, da die 

Masse jedes Mal wieder durch denselben Punkt geht. Liegen die Durchstoßpunkte auf einer Kurve, 

das heißt dass die n-te Abbildung wieder auf sich selber abbildet, haben wir eine quasiperiodische 

Lösung. Sind die Durchstoßpunkte irregulär auf der Ebene verteilt, haben wir eine chaotische 

Lösung, das heißt dass wir keine Abbildungsvorschrift erkennen können. Anhand dieser Beispiele 

erkennt man, dass man mit Hilfe eines Poincaré-schnittes viele Aussagen über das System treffen 

kann. Im nächsten Abschnitt wird dann noch einmal, mit Hilfe eben dieses Verfahren auf die 

Stabilität, also sensitive Abhängigkeit von Anfangsbedingungen, des Systems eingegangen.
49

 

4.4 Ljapunow-Exponent 

Was genau bedeutet jetzt sensitive Abhängigkeit von Anfangsbedingungen? Sensitive Abhängigkeit 

bedeutet, dass sich bei zwei beliebig nah beieinanderliegenden Startpunkten das System im Lauf der 

Zeit in ganz verschiedene Richtungen entwickeln kann. Ein sehr bekanntes Beispiel hierfür ist das 

Schmetterlingsbeispiel: 
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„Der Flügelschlag eines Schmetterlings in Asien und die dadurch heute entstehende Änderung der 

Luftströmung kann unserer Wetter in einem Monat beeinflussen: Hätte der Schmetterling nicht 

seine Flügel bewegt, so würde in einem Monat sonniges und warmes Wetter herrschen, durch den 

Flügelschlag ist es in einem Monat aber regnerisch und kalt. Das Wetter ist also ein chaotisches 

dynamisches System: Obwohl die Anfangszustände (die Luftströmung auf der ganzen Welt) sich in 

beiden Fällen nur um eine Winzigkeit (den Flügelschlag des Schmetterlings) unterscheiden, ist die 

Auswirkung dieses winzigen Unterschiedes groß.“
50

 

 

Sehr geringe Änderungen bei den Startparametern können also zu total unterschiedlichen Systemen 

führen. Ein solches System ist dann sensitive abhängig von seinen Anfangsbedingungen. Das Maß 

für die Stabilität eines solchen Systems nennt man Ljapunow-Exponent. Er gibt an, ob und wie 

schnell das System konvergiert oder divergiert. 

 

Der Ljapunow-Exponent gibt die Geschwindigkeit an, mit welcher sich zwei Punkt im Phasenraum 

voneinander entfernen. Hierbei gibt es für jede Raumdimension einen Ljapunow-Exponenten, 

welche zusammen das sogenannte Ljapunow-Spektrum bilden. In der Regel betrachtet man aber nur 

den größten Ljapunow-Exponenten, da dieser das gesamte Systemverhalten bestimmt.
51

 

 

Der Ljapunow-Exponent wird durch die e-Funktion 𝑒𝜆𝑡 ausgedrückt, hierbei ist 𝜆 der Ljapunow-

Exponent. Das Inverse des Ljapunow-Exponenten ist die Ljapunow-Zeit, diese gibt ein Maß 

darüber, für welche Zeiträume die Berechnung des Systems zu sinnvollen Ergebnissen führt. Die 

Folge hieraus ist, dass wir um die Vorhersehbarkeit der Simulation auf eine längere Zeit 

beizubehalten, die Datengenauigkeit exponentiell erhöhen müsse. Würden wir z. B. die Zeit, in 

welche die Simulation vorhersehbar sein soll, um den Faktor 10 steigern wollen, müssten wir die 

Datengenauigkeit um den Faktor 𝑒10 ≈ 22026 erhöhen.
52

 

 

 

 

 

                                                 
50

 Zitat aus rho.math.uni-rostock.de, chaosdynamic.pdf, 2013 
51

 Vgl. de.wikipedia.org, Ljapunow-Exponent, 2013 
52

 Vgl. de.wikipedia.org, Ljapunow-Exponent, 2013 



24 

 

Mit Hilfe des größten Ljapunow-Exponenten lassen sich einige Aussagen über das System treffen. 

Ist dieser positiv, ist das System in der Regel divergent, es läuft auseinander. Ist er hingegen negativ, 

läuft das System zusammen oder verhält sich periodisch. Fall die Summe alle Ljapunow-

Exponenten gleich Null ist, ist das System ein konservatives System, wie es beim 

Gravitationsgesetzes der Fall ist. Ein konservatives System, ist ein System in welchem keine 

Energie verloren geht.
53

 

 

Durch die Tatsache, dass die Summe der Ljapunow-Exponenten beim Gravitationsgesetz Null ist, 

ist immer mindestens eine Ljapunow-Exponent positiv und mindestens einer negativ. Hierbei wird 

das System in Richtung der positiven Ljapunow-Exponenten expandieren und in Richtung der 

negativen Ljapunow-Exponent kontraktieren. Hierdurch hat das System die Eigenschaft chaotisch 

zu werden, da das Phasenraumvolumen nicht mehr konstant ist. 

4.5 Von der Nichtlinearität  zum Chaos 

Was unterscheidet lineare Dynamik von nichtlinearer Dynamik? Erst einmal versteht man unter 

Dynamik ein mathematisches Modell, welches einen zeitabhängigen Prozess beschreibt. Dies 

geschieht in Form von Differentialgleichungen, welche das System in Abhängigkeit von seinem 

Zustand beschreiben. Der Unterscheid zwischen linearer und nichtlinearer Dynamik besteht nun in 

den, in den Differentialgleichungen auftretenden, Funktionen. Treten lediglich lineare Funktionen 

auf, wird eine lineare Dynamik beschrieben, falls es aber auch nicht lineare Funktionen gibt, ist es 

eine nichtlineare Dynamik. Nichtlineare Gleichungen können Merkmale und Lösungen, wie z. B. 

Flächen im Phasenraum, Selbstähnlichkeit und fraktale Strukturen haben. In Fall des 

Gravitationsproblems liegt eine nichtlineare Dynamik vor. 

 

Chaos in einem deterministischen System, was ist das? Ein deterministisches System, ist ein 

System, dessen Verlauf genau durch seine Anfangsbedingungen bestimmt ist. Wenn man also mit 

unendlicher Genauigkeit die Anfangsparameter einer Situation kennt und diese mit ebenfalls 

unendlicher Genauigkeit berechnet, wird man immer auf dasselbe Ergebnis kommen. Nur ist dies 

nicht möglich, da wir nicht unendlich genau rechnen können. Die erste Bedingung für das Vorliegen 

eines deterministischen Systems ist also, dass das System eine sensitive Abhängigkeit von seinen 

Anfangsbedingungen hat. Zusätzlich gibt es zwei Bedingungen, wenn diese erfüllt sind, spricht man 

von Chaos in einem deterministischen System. Einem so genannten deterministischen Chaos. 
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Die erste Bedingung ist das sogenannte Mischen. Mischen heißt: Wir zerlegen den Zustandsraum 𝑋, 

also alle möglichen Zustände, die das System haben kann, in beliebig kleine Teil 𝑋 = 𝑋1 ∪ … ∪ 𝑋𝑛. 

Jetzt gibt es in jedem dieser Teile ein Zustand, welcher sich im Lauf der Zeit irgendwann in einem 

anderen der Teile befindet. Also jedes Teil kann in jeden anderen Teil des Zustandsraums 

übergehen. Es gilt für jedes 𝑖 und 𝑗, dass eine Zustand 𝑥 ∈ X𝑖 nach beliebiger Zeit in 𝑋𝑗 landet. Die 

Teile 𝑋𝑖 werden also durcheinander gemischt.
54

 

 

Die zweite Bedingung für das Vorliegen eines deterministischen Chaos ist, dass die periodischen 

Punkte dicht im Zustandsraum liegen. Dabei heißt ein Punkt 𝑥 ∈ 𝑋 periodisch, wenn er nach n-

maligen Abbilden wieder auf sich selbst abbildet. Bezeichnet man nun die Menge aller periodischen 

Punkte durch 𝑃 ⊂ 𝑋, bedeutet das, dass 𝑃 genau dann dicht in 𝑋 liegt, wenn nach der 

Zerlegung 𝑋 = 𝑋1 ∪ … ∪ 𝑋𝑛 gilt, dass für jedes 𝑖 die Schnittmenge 𝑃 ⋂ 𝑋𝑖 ungleich der leeren 

Menge ist. Es ist insbesondere diese zweite Bedingung, welche für das extrem chaotische Verhalten 

des Systems verantwortlich ist. Die Folge eben dieser ist, dass sich das System über einen sehr 

langen Zeitraum periodisch verhält, dann aber plötzlich in einen anderen Zyklus übergehen kann.
55

 

 

Wenn die drei Bedingungen zutreffen: Sensitivität von den Anfangsbedingungen, Mischen des 

Zustandsraumes und dass die periodischen Punkte dicht liegen, liegt ein deterministisches Chaos 

vor. Falls dies nicht der Fall ist, liegt lediglich ein nichtlineares System vor. Deterministisches 

Chaos bedeutet also, dass es auf Grund ungenauer Werte nicht möglich ist, das Ergebnis einer 

Situation über einen längeren Zeitraum zu bestimmen, da es sich bei kleinsten Abweichungen total 

anders entwickeln kann. 
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5. Simulation eines n-Körperproblems 

Ziel dieses Projektes ist es, eine Simulation zu schreiben, welche ein System mit beliebig vielen 

Körpern darstellen und unter den Gesetzen der Newtonschen Mechanik, bewegen kann. Als 

Zusatzziel gilt die Anforderung, dass die Anwendung als Applet geschrieben wird, so dass sie 

problemlos in eine Internetseite eingebunden werden kann. 

 

Für die Programmiersprache ist die Wahl auf Java gefallen. Diese Wahl erfolgte einerseits aus der 

Tatsache, dass Java die Sprache ist, welche ich am besten beherrsche und mit welcher ich die meiste 

Erfahrung habe und andererseits, weil sie eine recht einfache Einbindung als Applet ermöglicht. Für 

das Darstellen der Simulation fällt die Wahl auf OpenGL, eine Sprache welche es einem erlaubt 

dreidimensionale Objekte zu Zeichnen. OpenGL wird mit Hilfe der Bibliothek lwjgl in Java 

eingebunden.
56

 

 

Um das Java-Applet, zusammen mit der lwjgl Bibliothek und naiven Klassen, in den Browser zu 

laden, wird als Zusatzapplet der Appletloader genutzt. Der Appletloader ist ein normales Java-

Applet, welches das Fenster für OpenGL vorbereitet, die notwendigen Dateien einlädt und am Ende 

die Kontrolle der Simulation übergibt. Der Appletloader ermöglicht es relativ problemlos die 

Simulation im Browser ein zubinden.
57

 

 

Ziel der Simulation ist es nicht, eine möglichst genaue Berechnung eines n-Körperproblems zu 

erstellen, sondern sie soll einem ermöglichen, sein Verständnis zu verbessern und eine Anschauung 

des Problems zu bekommen. Hierzu fallen Effekte wie Kollision weg, da diese nicht mehr zum 

normalen Verhalten eines n-Körperproblems gehören. Auch leidet die Genauigkeit darunter, dass es 

eine real-time Simulation ist, das heißt der Computer berechnet nicht erst alles möglichst genau vor 

und zeigt es einem dann an, sondern er hat eine Art innere Uhr, welche mit tickt und welche als Zeit 

für die Berechnungen benutzt werden. Das heißt, ein besserer Computer wird eine höhere 

Genauigkeit erreichen, aber im Gesamten wird sich das beobachtete Ergebnis nicht viel ändern. 

 

Ziel der Dokumentation ist es nicht, die Simulation genau auseinander zu nehmen und jede 

Funktion genau zu beschreiben, sondern lediglich die grundlegenden Mechanismen zu beschreiben. 

Hierfür werden alle wichtigen Elemente aufgegriffen und beschrieben worauf man achten muss, es 

wird jedoch kaum direkt auf das Java Programm eingegangen.  
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5.1 Wie programmiert man eine Simulation 

Um eine Simulation zu programmieren benötigt man drei Hauptkomponenten. Die erste ist eine 

Klasse, welche die Zeit zwischen zwei Berechnungszyklen bestimmt. In Falle einer real-time 

Simulation, wie dies eine ist, ist die Klasse eine möglichst genaue Stoppuhr, welche in jedem 

Zyklus die Zeitdifferenz zum vorherigen Zyklus misst. Das zweite ist die Simulationsklasse an sich, 

eine Klasse, welche sämtliche Daten speichert und bei jedem Aufruf den update-zyklus durchführt, 

welcher die physikalischen Gesetze auf die Daten anwendet. Das dritte ist eine Klasse, welche das 

Anzeigen der Daten übernimmt. In diesem Fall ist das eine Render
58

-Klasse, welche die simulierte 

Welt in ein Fenster, mit Hilfe von OpenGL, perspektivisch zeichnet. 

 

Als Grundgerüst liegt dem Ganzen eine Anzeige-Klasse zugrunde, welche das Fenster erstellt und 

öffnet, in dem OpenGL dann arbeitet. Zusätzlich wird nach dem Initialisieren des Fensters der 

Hauptzyklus gestartet. Der Hauptzyklus besteht im Grunde nur aus drei Befehlen: erstens rufe die 

Zeit-Klasse auf, zweitens übergebe diese Zeit der Simulations-Klasse, welche die Berechnungen 

ausführt und drittens übergebe die Simulation der Render-Klasse, welche die Daten auf den 

Bildschirm, als perspektivisches Schrägbild, zeichnet. 

 

Zusätzlich zu diesen vier grundlegen Klassen hat meine Simulation noch zwei weitere. Eine Vektor-

Klasse und eine Massen-Klasse. Beide sind vor allem dazu da den Aufwand, welcher beim 

Schreiben entsteht, zu minimieren. Es lässt sich deutlich einfach und dadurch übersichtlicher, mit 

einer Vektorklasse arbeiten, als jedes Mal die drei Koordinaten einzeln zu benennen, auch können 

die benötigten Vektoroperationen, wie Skalarprodukt und Kreuzprodukt, somit direkt genutzt 

werden. Die Massen-Klasse dient dem Speichern und Anzeigen der Daten.  

5.2 Berechnung der physikalischen Gesetze 

Die physikalische Berechnung läuft im update-zyklus der Simulations-Klasse, welcher in jedem 

Frame aufgerufen wird. Als Übergabeparameter besitzt die Methode die Zeitdifferenz zu ihrem 

letzten Aufruf, welche durch die Zeit-Klasse gemessen wird. Da die Simulation nur 

Gravitationskräfte berechnen soll, ist die einzige Formel, welche verwendet wird, eine Abwandlung 

des newtonschen Gravitationsgesetzes. 

𝑎⃗ = 𝐺
𝑚2

𝑟2
𝑒 

Die Berechnung an sich ist in zwei Teile gegliedert. 
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Der erste Teil der Berechnung beginnt mit einer Schleife über alle Massen. Für jede Massen wird 

die Summe aller, durch die anderen Massen bewirkten, auf sie einwirkenden Beschleunigungen 

gebildet. Der erste Schritt hierzu ist die Bildung von Vektoren, welche von der zu berechnenden 

Masse auf die anderen Massen zeigt. Diese Vektoren haben zwei Nutzen, erstens wird ihr Betrag für 

die Berechnung der Beschleunigung benötigt (𝑟) und zweitens wird er, in seiner normalisierten 

Form, also wenn der Betrag genau gleich eins ist, für die Richtung der Beschleunigung (𝑒) genutzt. 

Die Summe aller Beschleunigungen ergibt dann die Beschleunigung, welche die Masse in dem 

aktuellen Moment erfährt. Diese Beschleunigung wird dann mit der Zeitdifferenz multipliziert, um 

die angenäherte Geschwindigkeitsänderung zu bestimmen, 

𝑑𝑣⃗ = 𝑎⃗ ∙ 𝑑𝑡 

und zu der Geschwindigkeit der Masse addiert. Im zweiten Teil wird die Masse dann um das 

Produkt auf seiner aktuellen, neuen, Geschwindigkeit und der Zeitdifferenz 

𝑑𝑠 = 𝑣⃗ ∙ 𝑑𝑡 

bewegt. Nun ergibt sich, durch immer wiederholende Anwendung dieser Schritte, die Simulation.  

5.3 Einbindung als Applet 

Zwar war das Ziel, die Simulation als ein Applet in das Web einbinden zu können, nicht als primäre 

Funktion gedacht, aber durch einige kleinere Spielereien ergab sich eine recht einfache Lösung. Die 

Lösung arbeitet auf zwei Ebenen. Auf der Browserebene wird als erstes ein zusätzliches Applet 

geladen, der Appletloader. Dieser hat die Aufgabe, das Fenster so vorzubereiten, dass OpenGL auf 

jedem System läuft und dass die Simulation eingeladen ist. Auf der zweiten Ebene arbeitet dann die 

Anzeige-Klasse, diese baut in Java das Fester auf, welches dann in dem Browserfenster gezeichnet 

wird. 

 

Der wichtigste Teil des Appletloader ist das Einrichten von OpenGL über lwjgl. OpenGL ist, im 

Allgemeinen gesehen, plattformunabhängig, jedoch werden für jede Plattform spezielle Treiber 

benötigt, welche deutlich hardwarenäher arbeiten, als Java es für gewöhnlich tut. Bei grafischer 

Ausgabe geht es immer primär um Geschwindigkeit, hierfür sind die meisten OpenGL-Methoden in 

C, einer deutlich hardwarenäheren Sprache, welche aber nicht plattformunabhängig ist, geschrieben. 

Dies erlaubt eine deutlich höhere Geschwindigkeit, setzt aber dann voraus, dass die entsprechenden 

naiven Dateien für den hardwarenahen Zugriff vorhanden und mit eingeladen sind. Hierum 

kümmert sich der Appletloader. 
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Die Anzeige-Klasse erbt von Applet und ist die Klasse, welche von dem Appletloader aufgerufen 

wird, nachdem dieser lwjgl konfiguriert und die notwendigen Dateien eingeladen hat. Sie kümmert 

sich dann primär um die Initialisierung des Fensters, lwjgl und der Render-, Simulation- und Zeit-

Klasse. Hierbei werden Eigenschaften wie z.Bsp. Fenstergröße, Fokussierbarkeit und Sichtbarkeit 

gesetzt. Nach kompletter Initialisierung wird der Gameloop aufgerufen, welcher für den Rest der 

Simulation läuft. 

 

Die Einbindung in eine Website erfolgt über ein einfaches Applet-Tag, welches den Appletloader 

aufruft. Hierbei müssen einige Übergabeparameter übergeben werden, z. B. wo der Appletloader 

liegt und wie groß das Fenster sein soll, der Wert sollte mit dem Wert in der Anzeige-Klasse 

übereinstimmen, da es sonst zu Fehldarstellungen kommen kann. Des Weiteren werden Verweise zu 

der Simulation und den verschiedenen naiven Dateien gelegt - für jede Plattform eine - gelegt. Zum 

Schluss wird dann noch die primäre Anzeige-Klasse angegeben und dem Applet ein Name 

zugewiesen, welchen es nutzt um einen Cacheordner zu erstellen. 

 

Zusätzlich könnte man das Simulationsapplet noch signieren. Signieren bedeutet, dem Applet eine 

Kennzeichnung mitzugeben, in welcher angegeben ist, wer das Applet erstellt hat. Signierung ist 

vor allem im Bereich der Sicherheit wichtig, da sonst jeder ein Applet nachahmen könnte, ohne das 

es dem Nutzer auffallen würde, da dieses Applet nicht gekennzeichnet ist. Da offizielle Zertifikate 

für Signaturen aber Geld kosten und selbst erstellt sowieso keinen Wert haben, da jeder diese 

nachmachen könnte und sie auch nur ein halbes Jahr gültig sind, wurde bewusst auf eine Signatur 

verzichtet.
59

 

5.4 Zusatzfunktionen 

Zusätzlich zum reinen Anzeigen der Massen im Raum gibt es in der Simulation insgesamt sechs 

zusätzliche Anzeigehilfen, welche das Betrachten der Simulation erleichtern und verbessern. 

Hiervon sind zwei primär und erlauben eine signifikante bessere Betrachtung der Simulation und 

vier zusätzlich, um eine optische Aufwertung und die Betrachtung von Spezialfällen zu erleichtern. 

 

Die erste der beiden primären Funktionen ist das Anzeigen eines Koordinatensystems. Dieses 

erlaubt es dem Benutzer, den Raum besser einzuschätzen und die Position der Massen zueinander 
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besser zu beurteilen. Das Koordinatensystem wird als das Innere eines Würfels gezeichnet, so dass 

man immer die drei Koordinatenebenen im Hintergrund hat. Des Weiteren werden für jede Masse 

die drei Stützvektoren von der Ebene zur Masse gezeichnet, welche die Position aller Massen auf 

die Ebenen projektieren. 

 

Die zweite, und meiner Meinung nach wichtigste, primäre Funktion ist das Darstellen der Spuren, 

welche den Weg der Massen über die Zeit angeben. Diese Funktion erlaubt es dem Betrachter die 

Bewegungen der Massen deutlich besser zu begutachten, besonders wenn eine Masse als Zentrum 

ausgewählt wurde
60

. Die Darstellung erfolgt als Verbindungslinie zwischen allen Spurenpunkten, 

die eine Masse hat. Spurenpunkte werden in Updatezyklus erstellt, immer wenn eine bestimmt Zeit 

zwischen mehreren Updatezyklen vergangen ist, wird der Masse ein weiterer Spurenpunkt mit der 

aktuellen Position hinzugefügt. 

 

Die erste der vier sekundären Funktionen ist das Anzeigen einer Skybox: eine Skybox ist das 

anzeigen eines Himmels im Hintergrund, in diesem Fall das Anzeigen eines Sternenhintergrundes. 

Dieser Hintergrund dient in erster Linie nur dem optischen Aufwerten der Simulation, es sorgt 

dafür, dass das Bild nicht allzu langweilig erschein, als wenn es nur einen homogenen schwarzen 

Hintergrund hätte. Des Weiteren hat es noch den Vorteil, dass der Beobachter sich bei einer 

Kameradrehung besser am Hintergrund orientieren kann. Gezeichnet wird die Skybox als eine 

Menge von Punkten, welche einen Mindestabstand von dem Zentrum haben und welche am Start 

initialisiert werden. 

 

Die zweite, und zum Anzeigen nützlichste, Funktion ist das Festlegen einer zentralen Masse. Dies 

hat keinerlei Auswirkungen auf die Simulation, bring die Render-Klasse lediglich dazu, das 

Zentrum jedes Mal so zu verschieben, dass die ausgewählte Masse sich im Zentrum befindet. Dies 

ist vor allem dann von Vorteil, wenn sich das gesamte Massensystem bewegt, hierbei folgt die 

Anzeige immer einer Masse, so dass diese sich niemals außerhalb des Sichtfeldes befindet kann. 

Diese Einstellung kann auch zum einfachen Überprüfen der Keplerschen Gesetze genutzt werden. 

 

Die dritte Funktion ist das Berechnen und Anzeigen des Massenschwerpunktes. Dies wird vor allem 

dazu genutzt, zu beweisen, dass die Beschleunigung dieses eben genau null ist. Die Berechnung 

Erfolg über die Schwerpunktformel 
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𝑠 =
1

𝑀
∑ 𝑥𝑖⃗⃗⃗⃗ 𝑚𝑖

𝑛

𝑖=1

     . 

Die Darstellung erfolgt einfach über das Zeichnen einer kleinen Kugel an entsprechender Position. 

 

Die letzte der vier Zusatzfunktionen ist mehr eine kleine Spielerei, welche die aktuelle 

Geschwindigkeit einer Masse, in der Form von Geschwindigkeitsvektoren, anzeigt. Dargestellt wird 

diese über eine der Geschwindigkeit entsprechend skalierten Linie, welche in die Richtung der 

Bewegung zeigt. Dies ermöglicht dem Beobachter die Geschwindigkeitsänderungen besser zu 

begutachten, welche die Masse durch die Anziehung aller anderen Massen erfährt. 

5.5 Darstellung mit OpenGL 

Im folgenden Abschnitt wird der Darstellungsprozess der Simulation in etwa beschrieben, das heißt 

es wird nicht auf den expliziten Vorgang in OpenGL eingegangen, sondern lediglich umrissen, wie 

wann, was und in welcher Reihenfolge gezeichnet wird, welche Zeichenprozesse aufgerufen 

werden und wie OpenGL im Prinzip arbeitet, da alles andere den Rahmen dieser Arbeit sprengen 

würde und auch nichts mit dem Ziel dieser Arbeit zu vereinbaren wäre. 

 

Allgemein gesagt ist OpenGL eine Sprache, welche Objekte nimmt und diese perspektivisch in 

einen Raum zeichnet. Es öffnet uns als eine relativ einfache, Möglichkeit dreidimensionale Objekte 

im PC auf eine zweidimensionale Ausgabe zu projektieren. Hierbei kann man sich einen Raum 

vorstellen, in dessen Mitte sich eine Kamera befindet. Diesen Raum kann man bewegen, drehen und 

verzerren wie es einem beliebt. Dann kann man Objekte durch einfach geometrische Formen 

definieren, welche man, bildlich gesprochen, im Raum platziert. Am Schluss sieht man in dem 

Fenster genau das, was die Kamera sieht. 

 

Am Start muss OpenGL initialisiert werden, hierbei wird das meiste bereits vom Appletloader 

übernommen. Im Programm wird lediglich noch OpenGL dem Fenster zugewiesen. In der Render-

Klasse werden dann noch einige Optionen ausgewählt, z. B. wie groß der Aufnahmewinkel der 

Kamera ist oder welche Funktion OpenGL zum Berechnen von teileweise durchsichtigen Objekten 

nutzen soll. Zusätzlich werden noch die benötigten Bilder für das Menü eingeladen, um diese später 

verwenden zu können. 

 

Am Start eines jeden Zyklus wird als erstes eine Hintergrundfarbe, in diesem Fall Schwarz, 

ausgewählt. Als nächstes wird der Raum, entsprechend der gewählten Raumskalierung, skaliert. 
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Dann wird der skalierte Raum entsprechend dem gewählten Sichtwinkels gedreht. Jetzt können die 

Massen und die Zusatzanzeigen im Raum dargestellt werden.  

 

 

Als erstes werden die statischen Objekte gezeichnet, also die Skybox und das Koordinatensystem, 

da diese sich immer unabhängig von der zentralen Masse im Zentrum befinden. Dann wird der 

Raum so transformiert, dass sich die Position der zentralen Masse danach im Zentrum befindet. Als 

nächstes werden dann die massenabhängigen Anzeigen gezeichnet, dies sind die 

Geschwindigkeitsvektoren und natürlich die Spuren. Darüber werden dann die Massen gezeichnet. 

Eigentlich ist die Wahl der Reihenfolge aber unerheblich, da OpenGL einen Tiefentest hat, welcher 

neue Objekte nur zeichnet, wenn diese über den alten liegen. Einzig beim letzten Zeichnen im 

Raum, dem Massenschwerpunktes, ist die Reihenfolge von Bedeutung, da hierbei der Tiefentest 

ausgeschaltet wird, damit der Massenschwerpunkt auch sichtbar ist, wenn er sich in einer Masse 

befindet. 

 

Der letzte Punkt des Zeichnens ist die Anzeige des Menüs. Diese geschieht im Grunde genommen 

darüber, dass über das ganze Fenster ein Bild gelegt wird, auf welchem sich die Knöpfe befinden. 

Einzig die Play- und Pause-Tasten befinden sich in zwei eigenen Bilddateien, da jeweils nur eines 

von beiden, ja nach Status, angezeigt werden soll. Die Bilder befinden sich in dem 

„/res“ Verzeichnis in der jar-Datei, damit das Applet die Rechte hat, darauf zu zugreifen.
 

5.6 Probleme 

Probleme gab es relativ wenig, das meiste lief direkt auf Anhieb. Jedoch gibt es ein paar 

Eigenschaften einer Simulation, welche zu indirekten Problemen führen. Dies sind keine Probleme, 

in Sinne von „es geht nicht so, wie ich es erwartet habe“, sondern Probleme, welche eine 

numerische Lösung einfach mit sich bringt. 

 

Probleme, im eigentlichen Sinne, gab es nur zwei. Das erste Problem war die Zeit-Klasse, welche 

am Anfang eine sehr ungenaue Methode nutzte, um die Zeitdifferenz zu bestimmen. Die 

Zeitdifferenz wurde lediglich in Millisekunden, also tausendstel Sekunden, gemessen. Wenn man 

jetzt aber eine Framerate, also Zyklen pro Sekunde, von deutlich über Tausend hat, führ das dazu, 

dass die Zeitdifferenz entweder den Wert null oder eine annimmt. Die mit null Millisekunden sind 

verschwendete Frames, also Zyklen, da sie keine Änderung hervorrufen. Hingegen sind die mit 

genau einer Millisekunde nicht sonderlich genau. Das Problem wurde einfach durch die Benutzung 
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der Systemfunktion „nanoTime“ behoben, welche die Zeit in Nanosekunden, also millionstel 

Millisekunden, misst. 

 

Das zweite echte Problem ist ein Problem, welches durch den Java Datentyp double ausgelöst wird. 

Es kommt vor, dass bei sehr kleinen Werten eine negative Zahl mehr Nachkommastellen speichert 

als eine positive Zahl. Warum Java das so macht weiß ich nicht, aber es sorgt dafür, dass es zu 

Abweichungen kommt, welche sich mit der Zeit sehr deutlich ausprägen. Entdeckt wurde das 

Problem bei vier gleichschweren und im Kreis angeordneten Massen. Diese Konstellation sollte zu 

einer symmetrischen und periodischen Schwingung führen, jedoch wies diese Konstellation diese 

Eigenschaft am Anfang nicht auf. Gelöst wurde das Problem durch eine Rundung der Ergebnisse, 

jedes Ergebnis wird auf sieben Nachkommastellen gerundet, dadurch werden positive und negative 

Zahlen gleich genau gespeichert und eine symmetrische und periodische Schwingung wird 

ausgeführt. 

 

Die Simulation approximiert Massen als Massenpunkte, das heißt als Punkte im Raum ohne 

jegliche Ausdehnung. Dies führt dazu, dass keine Kollisionen zustande kommen, selbst wenn die 

angezeigten Kugeln, welche die Massen darstellen, sich überschneiden. Dies ist eigentlich kein 

Fehler, da es ja von Anfang an geplant war, die Kollision nicht zu betrachten, jedoch führt die 

Tatsache, dass sich die Massenpunkte beliebig nahe kommen können zu einem sehr ungenauen 

Ergebnis. Wenn der Abstand zweier Massen gegen null geht, gehen die Anziehungskräfte gegen 

unendlich. In der Realität würde das zu keinem „Fehler“ führen, selbst wenn sich die Teilchen sehr 

nahe kommen könnten, da das Teilchen einfach nur sehr schnell um das andere Teilchen herum 

geschleudert werden würde, weil die Beschleunigung nur sehr kurz wirken würde. In der 

Simulation hingegen kann diese extrem hohe Beschleunigung über einen deutlich längeren 

Zeitraum wirken, dadurch werden die Massen beide auf eine sehr hohe Geschwindigkeit gebracht, 

welche die Massen einfach auseinander laufen lassen. 

5.7 Nutzereingabe 

Die Schnittstelle zwischen Benutzer und Simulation ist primär die Maus. Teile der Funktionen 

können auch über die Tastatur  bedient werden, dies war vor allem am Anfang wichtig, da die 

Mauseingabe erst später dazu gekommen ist. Im Allgemeinen gibt es zwei unterschiedliche 

Eingabetypen, welche mit der Maus erledigt werden. 
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Der erste Eingabetyp ist das Drehen des Raumes, welches einfach durch einen Linksklick in das 

Fenster gestartet wird, solange man die linke Maustaste hält, kann man mit der Maus den Raum 

drehen. Hierbei wird einfach immer die Positionsdifferenz der Maus zum vorherigen Zyklus 

berechnet und dies wird dann, skaliert mit einer Konstante um die Drehgeschwindigkeit 

anzupassen, zum Winkel addiert wird, welcher genommen wird, um das System zu zeichnen. 

Zweitens wird die Maus benutzt, um die verschiedenen Funktionen im Menü über die Knöpfe 

aufzurufen, welche entweder einen Befehl ausführen oder einen Ein- oder Ausgabedialog öffnen. 

 

Es gibt vier verschiedene Typen von Knöpfen, welche auch in diesem Schema im Menü geordnet 

sind. In der oberen rechten Ecke befindet sich der Hilfeknopf, welcher eine kurze Hilfe zur 

Simulation öffnet. In der oberen linken Ecke befinden sich die Anzeigeoptionsknöpfe, welche 

steuern, welche der verschiedenen Zusatzanzeigen zusätzlich zu den Massen angezeigt werden 

sollen. In der unteren linken Ecke befinden sich die Aktionsknöpfe Start/Pause und Reset, welche 

steuern, ob das System grade läuft und ob das System zurückgesetzt werden soll. In der unteren 

rechten Ecke befinden sich die Knöpfe, welche zum Verwalten der Massen, der Raum- und 

Zeitskalierung und des Koordinatenzentrums bestimmt sind. Für die Massen gibt es die Möglichkeit 

neue Massen hinzuzufügen, alte Massen zu entfernen und sich alle Massen anzeigen zu lassen. Die 

Raum- und Zeitskalierungen können über zwei Werte angepasst werden. Das Koordinatenzentrum 

kann aus einer Liste ausgewählt werden, hierbei hat man die Wahl zwischen keinem Zentrum, dem 

Massenzentrum oder einer beliebigen vorhandenen Masse. Zusätzlich ist es auch möglich, eine von 

vier vordefinierten Situationen zu laden. 

 

Falls Vektoren eingegeben werden müssen, also bei der Position und Geschwindigkeit von Massen, 

werden diese als drei Doublewerte, getrennt durch ein Semikolon, angegeben. Farben können aus 

einer Liste ausgewählt werden. Im Weiteren gilt, dass alle Werte immer in den entsprechenden SI-

Einheiten angegeben werden, also Sekunde für Zeit, Meter für Strecke und Kilogramm für Gewicht. 

5.8 Ergebnis 

Am Ende des Projektes angekommen, geht alles so wie es geplant war. Die Simulation läuft, 

jedenfalls unter Windows und MacOS, einwandfrei und lässt sich problemlos als Webapplet starten. 

Einzige unter Linux startet das Applet nicht, wobei es dies eigentlich tun sollte. Das ist eins der 

beiden Probleme, welche am Ende geblieben sind. Das zweite Problem ist, dass keine Tooltipps 

angezeigt werden, wenn man mit sich mit der Maus über einem der Knöpfe befindet. Dies könnte 

man zwar noch einbauen, passt aber zeitlich nicht mehr rein. 
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Ansonsten läuft die Simulation flüssig und die Ergebnisse stimmen mit den erwarteten Ergebnissen 

überein. Z. B. benötigt die Erde ca. 31.622.400 Sekunden, um die Sonne zu umrunden. Dies 

entspricht 366 Tagen, was die Zeit in der Realität sehr genau abbildet. Auch lassen sich alle drei 

Keplerschen Gesetze erkennen und stimmen mit dem beobachteten Ergebnis überein. 

 

Zusammengefast hat mir das Projekt „Simulation“ sehr viel Spaß gemacht, hat aber gleichzeitig 

auch sehr viel Zeit in Anspruch genommen. Vor allem bei der Betrachtung des Zweikörperproblems 

hat mir die Anschauung, mit Hilfe der Simulation, beim Verständnis sehr geholfen. Für das 

Mehrkörperproblem war vor allem die Beobachtung der sensitiven Abhängigkeit sehr von Nutzen. 

Am Ende bin ich zwar froh, dass die Arbeit an der Simulation vorbei ist, würde das Projekt aber 

jederzeit wieder machen. 
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6. Schluss 

Das Thema der Arbeit war eine Betrachtung der Gravitation. Hierbei lagen das Hauptaugenmerk auf 

Newtons Gravitationsverständnis und den aus dieser Theorie folgenden Gravitationssystemen. 

Newton entwickelte um, das Jahr 1700 herum, eine Weltanschauung welche unser Verständnis der 

Physik bis heute grundsätzlich prägt. Die von ihm aufgestellten Gesetze werden bis heute in der 

Schule gelehrt und in sehr vielen Bereichen genutzt. Mit Blick auf den Kosmos haben wir Newtons 

Gesetze sehr lange genutzt, erst seit Einsteins Relativitätstheorie haben wir eine genaueres Gesetzt 

für die Beschreibung gefunden. Trotzdem wird bei Berechnungen noch sehr oft auf Newtons 

Gesetze zurückgegriffen, da Einsteins Gesetze deutlich rechenaufwendiger sind. Um die aus 

Newtons Gesetzen folgenden Gravitationssysteme ging es dann auch im Hauptteil der Arbeit. 

 

Zuerst haben wir uns dem Zweikörperproblem zugewendet. Dies haben wir getan, da sich das 

Zweikörperproblem relativ einfach beschreiben und berechnen lässt. Hierbei sind wir dann zuerst 

auf Keplers Lösungen eingegangen, welche wir im folgenden Teil mit Hilfe von Newtons Gesetzen 

bewiesen und verallgemeinert haben. Hierbei haben wir festgestellt, dass Keplers Gesetze, welche 

er durch empirische Beobachtungen gewonnen hat, die Realität sehr genau beschreiben. 

Gleichzeitig konnten wir auch zeigen, dass seine Gesetze nicht nur für den Spezialfall einer Ellipse 

anwendbar sind, sondern für alle Kegelschnitte. 

 

Mit diesem Vorwissen haben wir uns dann an das Dreikörperproblem gewagt und festgestellt, dass 

dessen Beschreibung deutlich schwieriger ist. Abgesehen von den analytischen Lösungen mussten 

wir feststellen, dass die Berechnung eines Dreikörperproblems nur mit Hilfe von numerischen 

Verfahren, wie sie meine Simulation macht, möglich ist. Hierfür haben wir uns dann die Methode 

des Poincaré-Schnittes zugewandt, welche es uns ermöglich, aus einem simulieren System 

Informationen zu gewinnen. Zum Schluss haben wir noch erörtert, ab wann man von einem 

chaotischen System spricht. 

 

Am Ende der Arbeit wurde dann noch die von mir entwickelte Simulation vorgestellt und in ihren 

grundlegenden Funktionen beschrieben. Gleichzeitig konnten wir hier die Grenzen der Genauigkeit 

feststellen, mit welchen man zu kämpfen hat, wenn man ein Gravitationssystem berechnen will. 

Auch konnte man sehr gut erkennen, dass schon sehr winzige Berechnungsfehler in Computer zu 

einem ganz anderen Ergebnis führen können. 
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